CALCULO L1 — NOTAS DA DECIMA TERCEIRA AULA
UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO

REsuMoO. Nesta aula, apresentaremos a Regra de L’Hopital, que serd utilizada para
solucionar indeterminagoes de limites de qualquer tipo.

1. O QUE E UM LIMITE INDETERMINADO?
Sejam f(X) e g(X) fungoes tais que
lim f(X)=F e limg(X)=0¢G

X—a X—a
Nao excluimos a possibilidade de que F' ou G seja co. Em geral, o limite de alguma
operagao envolvendo f(X) e g(X) fica completamente determinado a partir de F' e G.
Porém, para alguns valores de F' e (G, isto nao ocorre. Nestes poucos casos, o valor do
limite depende das fungoes envolvidas. Quando isto acontece, diremos que este limite é
da forma indeterminada ou simplesmente é indeterminado. Qualquer técnica que
permite o cdlculo de um limite desta forma fica conhecida como um método para resolver
a indeterminacao. Nesta aula, discutiremos tais métodos.
Por exemplo, considere o calculo do seguinte limite

lim @

X—a g(X)
Este limite serd igual a g quando F' e G sao finitos e G # 0. Se G = 0 e F' ¢ finito, com
F # 0, entao o valor deste limite é co. No caso em que F' = G = 0, temos um limite do
tipo g, que ¢é indeterminado. O valor deste limite depende das func¢oes envolvidas. Agora,
podemos assumir que I ou GG é co. Se F' é finito, entao o limite é 0. Se G ¢ finito, entao o
limite ¢ co. No caso em que F' = G = o0, temos um limite do tipo 22, que ¢ indeterminado.

Nesta aula, apresentamos a Regra de L’Hopital que resolve indeterminagoes do tipo % ou
o0

m . .
No caso do limite

lim f(X)g(X)

X—a

temos uma indeterminagao apenas quando {F,G} = {0,00}. Neste caso, diremos que o
limite é do tipo 0 x co. Isto ocorre porque

e Quando F' e G sao finitos, este limite é igual a F'G.
e Quando F' ou G é oo, digamos F', este limite é oo, desde que G # 0.

Outros limites indeterminados serao considerados ao longo da aula e seus tipos nao
serao listados no momento.

Estas notas foram escritas pelo professor da disciplina, Manoel Lemos.
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2. INDETERMINAGOES DO TIPO §

Para fungoes f(X) e g(X), diremos que o limite

. f(X)
1 lim ——=
@ X—a g(X)
é do tipo % quando
(2) lim f(X) = lim ¢(X) =0

Limites deste tipo sao indeterminados porque, dependendo das fungoes f(X) e g(X) en-
volvidas, podem resultar em qualquer valor. Ja consideramos limites deste tipo anterior-
mente, para os quais conseguiamos resolver a indeterminacao, pois as funcoes consideradas
eram polinomiais. Para este caso especifico, a condigao (2) se traduz como a sendo raiz
comum aos polinémios f(X) e g(X). Portanto, estes sao divisiveis por X —a. Em geral',
fatorando-se X — a no numerador e denominador, e cancelando-se este fator, resolve-se a
indeterminacao. Nesta secao, desenvolveremos uma técnica que pode ser empregada para
quaisquer fungoes f(X) e g(X) desde que satisfagam algumas condigoes de diferenciabili-
dade. Para estabelecer esta técnica necessitados do Teorema do Valor Médio Generalizado
(TVMG) que demonstramos a seguir.

Teorema 1. Sejam f(X) e g(X) fungoes continuas em um intervalo [a,b]. Se f'(X) e
g (X) existem, para todo X em (a,b), e ¢(X) # 0, para todo X em (a,b), entdo existe c
em (a,b) tal que
5 £~ f(@) _ (0
g(b) —g(a)  g'(c)
Observe que o TVM é uma conseqiiéncia do TVMG quando, no tltimo, tomamos
g(X) = X. Para estabelecer o TVMG, considere a seguinte funcao

r(X) = [f(X) = f(a)]lg(b) = 9(a)] = [F(b) = f(a)llg(X) — g(a)]

Note que

e r(X) é continua em [a, b] porque f(X) e g(X) s@o continuas neste intervalo.

e (X)) possui derivada no intervalo (a,b) porque f'(X) e ¢'(X) existem neste inter-

valo e
r'(X) = f(X)[g(b) — g(a)] = [f(b) = f(a)lg'(X)

e r(a)=rb)=0
Portanto, (X)) satisfaz as hipdteses do Teorema de Rolle. Logo existe ¢ em (a, b) tal que
r’(c) = 0, ou seja,

r'(e) = f(9)g(b) — g(a)] = [£(b) — f(a)lg'(c) =0
que pode ser reescrita como (3), ja que ¢'(C) # 0 e g(b) —g(a) # 0. (Caso g(b) —g(a) = 0,
isto é, g(b) = g(a), existe, pelo Teorema de Rolle, um d em (a,b) tal que ¢’(d) = 0, o que
¢ contrario as hipdteses. Conseqiientemente g(b) — g(a) # 0.)

De posse deste resultado podemos facilmente estabelecer a primeira versao da Regra
de L’Hopital. Faremos as outras ao longo desta aula.

ICaso a indeterminacio nio seja resolvida, temos que a é uma raiz do numerador e do denominador
com multiplicidade de pelo menos 2. Repetindo-se este procedimento eventualmente a indeterminacao
serd resolvida porque, apds cada etapa, os graus dos numerador e denominador caem de 1.
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Regra 2. Para um nimero real a, sejam f(X) e g(X) fungoes continuas em algum
intervalo aberto J que contém a. Assuma que, para todo X em J, com X # a, f'(X) e
g (X) existam, e ¢'(X) # 0. Se limx_, f(X) =limx_,g(X)=0¢e¢

fim £ )
X—a g'(X)

existe, entao
- fX) L (X)
lim ———= = lim
X—ag(X)  X—ag'(X)

Escolha X em J, com X # a. Seja I o intervalo fechado tendo a e X como extremos.
Pelo TVMG aplicado ao intervalo I, existe ¢ entre a e X tal que

f(X) = fla) _ f'(o)
W o) —gla) ~ 910
Como f(X) é continua em J, temos que

f(a) = lim f(X) =0

De maineira anéloga, estabelecemos que g(b) = 0. Conseqiientemente, ao substituirmos
estes valores em (4), temos que
f(X) _ f'(¢)

) 9(X) ~ ()

Como ¢, que depende de X, estd entre a e X, temos que ¢ — a quando X — a. De (5),

obtemos que
lim —f(X) = lim _fl(c)
X—a g(X)  emag'(c)

e a regra segue.

Esta regra permite calcular todos os limites indeterminados que foram considerados na
segunda aula — todos eram do tipo %. Faremos um exemplo:

Exemplo 3. Calcule o seguinte limite

. X?P4+2X
e ey
Note que este limite é do tipo %. Sejam f(X) = X2 +2X e g(X) = X? — 4. Logo
f(X)=2X+2e ¢ (X)=2X. Aplicando a Regra de L'Hopital, temos que
X?+2X " f(X) v 1(X) oy 2X 2

lim —— 11m ——

X—-2 X2 -4 x--29(X) X g(X) Kt Tox
O limite & direita desta identidade é facil de ser obtido:
2X+2 -2 1

lim = =
X—-2 2X —4 2

Logo L = % Aplicando esta regra, nao necessitamos decompor o fator X +2 do numerador
e do denominador que depois seria cancelado, assim, eliminando a indeterminacao.

Calcularemos apenas mais um limite utilizando esta regra. O préximo limite é complexo
o suficiente, servindo para ilustrar o poder desta regra em sua plenitude.
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Exemplo 4. Calcule o sequinte limite

I efX —1-6X
=lim ————
X—0 1 —cos(4X)

Note que este limite é do tipo 8. Estamos em condicoes de aplicar a Regra de L’Hopital
que acabamos de enunciar para f(X) = e —1 —6X e g(X) = 1 — cos(4X). Como
f(X) =6e5% —6 e ¢g'(X) = 4sen(4X), temos que, pela Regra de L’Hopital,

f(X) f(X) o 6e 6

L=lim 22l = i — lim
X0 g(X) T X0 g(X) | Xoodsen(4X)

Mais uma vez, este limite ¢ do tipo 8 e necessitamos aplicar novamente a Regra de

L’Hopital. Ao substituirmos o numerador por sua derivada e realizar o mesmo para o
denominador, pela Regra de L’Hopital, temos que

) 360X 36 9
L=lm-—F—=—=-
X—016cos(4X) 16 4
Necessitamos aplicar duas vezes a Regra de L’Hopital para o calculo deste limite. A sua
aplicacao uma unica vez nao foi suficiente para eliminar a indeterminagcao.

Exercicio 5. Calcule os sequintes limites:
(i)
_ X3+ 3X?
lim
X—-32X245X -3

’ X4 4+5X34+9X2+7X +2
1m
X1 X44+2X3—-92X —1

oy (8(5X)
X—0sen(7X)

. X2 -4
m —————-—-
X2 €3X75 _ eXfl

. 1—cosX
Xlino X2

. sen?(3X)
lim —————=
X—r 14 cos X

. e —1-6X —18X2% —36X°
im
X—0— 6sen X — 6X + X3

Exercicio 6. Enuncie a Regra de L’Hopital para o cdlculo de limites laterais do tipo %

Faremos mais um exemplo. Resolveremos uma indeterminacgao do tipo +0o0— oo através

da redugao a uma indeterminacao do tipo % para a qual podemos aplicar a Regra de
L’Hopital.
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Exemplo 7. Calcule o sequinte limite
1 1

lim - —
x—o+tsenX X

Note que este limite é do tipo +00 — co. Logo indeterminado. Ao subtrairmos as duas

fragoes, temos que
1 1 . X —senX

li = _—
Xl—%l+ sen X X Xl—I>Iol+ X sen X
O limite a direita é do tipo %. Aplicando a Regra de L’Hopital a este limite, chegamos a
. X —sen X ) 1 —cos X
im —— = lim
x—0+t Xsen X x—0+ sen X + X cos X
Mais uma vez, o limite a direita ¢ do tipo %, logo indeterminado. Aplicando a Regra de
L’Hopital a este limite, obtemos que
) 1 —cos X ) sen X 0
x—otsen X + XcosX x—0t2cosX —XsenX 2

Portanto, o valor do limite proposto é 0.

Finalizamos esta secao, estabelecendo a Regra de L’Hopital para o calculo de limites
do tipo % quando a variavel tende a oo, digamos +o00, ja que, para —oo, a abordagem ¢é
analoga.

Regra 8. Sejam f(X) e g(X) fungoes diferencidveis no intervalo aberto (M, +00), para
algum nimero real M. Assuma que g'(X) # 0, para todo X no intervalo (M, +00). Se

limx_joo f(X) =limx 400 g(X)=0c¢
f(X)
im
X—too g'(X)

existe, entao

)P

Xt g(X)  xmteo g/(X)

Observe que

X)L (%)
Xlirfoom = Jm p é)

Aplicando a Regra 2 ao limite da direita®, obtemos que
1 _ LYy (L
xR ()

—_— 1 P
X—to0 g(X)  x-0t g(+)  x-0t (=) g (%)
Simplificando o fator —% que multiplica o numerador e o denominador, obtemos que

X _ o E)

Xt g(X)  xo0t g (L)

O resultado segue porque
(1 !
lim / ()1() = lim FX)
x—0t g () X—teo ¢'(X)

2Para aplicar a Regra de L'Hopital, necessitamos extender as fungoes f (%) eg (%) para X =0 de
forma que fiquem continuas — basta tomarmos estes valores iguais a 0.
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3. INDETERMINACOES DO TIPO 2
Na préxima regra iremos permitir que a assuma o valor de +oc.

Regra 9. Sejam f(X) e g(X) fungdes diferencidveis no intervalo aberto (M,a), para
algum nimero real M tal que M < a. Assuma que ¢'(X) # 0, para todo X no intervalo
(M,a). Selimy_,- f(X)=limyx .- g(X)=00¢

lim F'(X)
X—a~ gI(X)
existe, entao
(6) TAC.O B .9

= 11m
o g(X)  xma- g(X)

Nao faremos a demonstragao desta regra porque foge do espirito deste curso. Contudo,
mostraremos que, caso os dois limites que aprarecem na igualdade (6) existam, estes tém
de ser iguais. Por hipdtese, assumimos apenas que o que fica a direita existe. Suponha

que
L = lim f(X) e L'= lim F1(X)

X—a- g(X) X—a- g'(X)

Note que
1

L= tim L&)y 20

X—a— g(X) X—a— ﬁ

Note que o limite a direita é do tipo 8. Aplicando a Regra de L’Hopital para o calculo
deste limite3, obtemos que

(1 ) 7?’(;)

IERT g IRT g(X

L=m 1= o
fF(X) F(x)2

que pode ser reescrita como

L= fim ST M(nm @):Lj
X—am fI(X)g(X)?  X—am f1(X) \X—a g(X) L

Portanto, L = L’. (Temos problemas neste argumento quando L for 0 ou co. Isto nao

importa, ja que nao estamos estabelecento formamente esta regra, como deixamos claro

antes. A demonstragao formal é sofisticada e envolve a construcao de uma seqiiéncia que

se aproxima de a com determinadas propriedades.)

Antes de aplicar esta regra, apresentamos a sua versao para o calculo do limite lateral
pela direita, sem nenhuma justificativa, por ser semelhante. Na proxima regra, podemos
tomar a para ser —oo.

Regra 10. Sejam f(X) e g(X) funcoes diferencidveis no intervalo aberto (a, M), para
algum namero real M tal que M > a. Assuma que ¢'(X) # 0, para todo X no intervalo
(a, M). Selimy .+ f(X) =limyx .+ g(X) =00 ¢

(X))
P 9'(X)

3No caso em que a # +00, para aplicar esta regra, necessitamos estender as fungoes ﬁ e ﬁ para

X = a de forma que fiquem continuas — fazemos isto tomando os seus valores em X = a como sendo 0.
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existe, entao
X "(X
lim —f( >: lim F(X)
Xoas g(X)  xtar g(X)
Podemos aplicar a Regra de L’Hopital para analisar o comportamento de fungoes
racionais no infinito — abordamos este tépico na aula passada. Vejamos um exemplo:

Exemplo 11. Calcule o sequinte limite
lim X =9
X—-003X2+2X +1
Como este limite é do tipo 22, podemos utilizar a Regra de L’Hopital para o seu calculo.
Por esta regra, temos que

I X2-9 I 2X
im = lim
X--003X24+2X+1 X—--6X+2

Como o limite a direita desta identidade ¢ do tipo 22, necessitamos aplicar a Regra de

L’Hopital mais uma vez para resolver a indeterminacao. Portanto,
, X2-9 i 2X , 2 1
1m = 1m = m - = —
X—-003X242X+1 X--06X+2 X—-6 3
Exemplo 12. Calcule o sequinte limite
. X3 -5X%4+4X +1
lim
X —+00 eX

Note que este limite ¢ do tipo 2. E um limite que pode ser calculado através da Regra
de L’Hopital. Aplicando esta regra, temos que
X3 —5X?2+4X +1 3X2%2 - 10X + 4

lim = lim
X —+00 eX X—+o00 eX

O limite que estd a direita desta igualdade continua sendo do tipo 2. Aplicando mais

uma vez a Regra de L’Hopital, chegamos a
X3 —5X?+4X +1 3X? -10X +4 6X — 10

lim = lim = lim
X—+4o0 6X X—400 GX X—+4o0 6X

&S]

A direita da igualdade, ainda temos um limite do tipo 22. Pela Regra de L’Hopital,

. X3 —5X24+4X +1 ) 3X2 10X +4 . 6X — 10 . 6
lim = lim = lim ——— = lim —
X—+o00 eX X—+o0 eX X—+o00 eX X—too eX

O limite a direita desta identidade é igual a 0. Portanto, o limite proposto vale 0.

De maneira similar, podemos mostrar que o quociente de uma funcao polinomial pela
exponencial na base e tende a zero quando a variavel tende a +o00. Isto é, a exponencial na
base e cresce muito mais rapidamente que qualquer funcao polinomial. Na verdade, isto
também ocorre quando tomamos a exponencial em qualquer base a satisfazendo a > 1.
Mais precisamente, caso p(X) seja um polindomio e a um nimero real tal que a > 1, temos
que

o op(X)
Xl—lg—loo aX =0
(Para obter esta igualdade, aplique a Regra de L’Hopital tantas vezes quanto seja o grau
de p(X).)
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Exercicio 13. Calcule os sequintes limites:
(i)
I X3 —5X
im
X—-003X24+7X +4

(ii)
2X + X3
X—lg-loo 3X + X2
(iii)
. InX
lim

X —+4o00 \/Y

lm

. tg(3X)
lim
Xzt tg(5X)

In(sen X)
im —————=
xX—0t+ cotg X

lim VX —InX

X—+4o0

4. INDETERMINAGOES DO TIPO 0 X 00

Suponha que f(X) e g(X) sejam fungoes satisfazendo
(7) lim f(X)=0 e lim g(X)=o0

Qual o valor do limite do produto destas funcoes quando a variavel tende a a? Isto é,
como calcular

L= lim f(X)g(X)

quando existir? Diremos que L é do tipo 0 X co. Limites deste tipo sao ditos indeter-
minados porque o seu valor depende das func¢oes envolvidas. Podemos transformar este
limite em um limite do tipo % ou do tipo 2 para os quais podemos utilizar a Regra de
L’Hopital. Para transformar em um limite do tipo % utilizamos a identidade
) a(x)p(x) = 20

b(X)

Isto é, passamos b(X) para o denominador dividindo. Para transformar em um limite do

tipo 22 consideramos a igualdade

(9) a(X)b(X) = —

Qual das duas identidades devemos adotar ao utilizar a Regra de L’Hopital para o célculo
deste limite? Depende da situacao, que tera de ser considerada cuidadosamente.
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Exemplo 14. Calcule o sequinte limite

lim XInX
X—0*t
Note que este limite é do tipo 0 x oo porque limyx_,g+ In X = —oo. Temos duas possi-
bilidades de obter este limite utilizando a Regra de L’Hopital. Podemos transformar em
um limite do tipo 22 ou do tipo %
Primeiro, transformaremos em um limite do tipo 2. Note que

In X
lim XInX = lim —

X—0*t X—0*t X

Aplicando a Regra de L’Hopital ao limite a direita, que ¢ do tipo &2, temos que

. lnX <
lim —— = lim T
X—0t X X—0t —xz
Portanto,
1 2
In X = X
lim XInX = lim — = lim — = Iim — = lim —X =
X0+ X—0t % X0t —57  X—0t X X0+

Com esta abordagem foi facil calcular este limite, ja que aplicamos a Regra de L’Hopital
uma Unica vez.
Agora, transformaremos em um limite do tipo %. Observe que

Iim XInX = lim é
X—0t X—0t nx

Aplicando a Regra de L’Hopital ao limite a direita, que é do tipo %, obtemos que

X
Iim XInX = lim - = lim T = lim —XIn’X

+ + = + — +
X0 T mx A Txmex X0

Logo o limite que resultante ficou muito mais complexo do que o original. Conseqiiente-
mente esta escolha deve ser evitada. Caso, originalmente, a tivéssemos feito, deveriamos
aborta-la.

Exercicio 15. Calcule os sequintes limites:

(i)
)
lim X —
i X ()
lim (% — 3) tg X
X—>g_ s

lim In(5X — 14)In(6 — 2X)
X—3-
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5. INDETERMINACOES DO TIPO 1% ou 0° ou oc”

Para fungoes f(X) e g(X), temos, por definigao, que
F(X)IX) = (o0 mf(x)

Portanto, como a funcao exponencial é continua, obtemos que
1 li X)9X) — plimx—a g(X)In f(X)
(10) lim f(X)7) =

g9(X

Logo, por (10), reduzimos o calculo do limite limy_, f(X)*) ao de encontrar o limite

(11) lim g(X)In £(X)

que chamaremos de L. Quando L tiver uma forma indeterminada, isto é, o seu valor
dependerd das funcoes envolvidas, diremos que limyx_, (X)) também assume uma
forma indeterminada. Quando isto ocorre? Caso L seja do tipo 0 x co. Isto ird acontecer
nos seguintes casos:
e limy_,g(X)=0elimyx_, f(X) = 0. Neste caso, diremos que limx ., f(X)9X) é
do tipo 0°.
e limy ., g(X)=0elimx_, f(X) = +oo. Neste caso, diremos que limy ., f(X)9
¢ do tipo od”.
o limy_,g(X) =00 elimy_, f(X) = 1. Neste caso, diremos que limy_, f(X)9
¢ do tipo 1*°.
Reduzimos qualquer limite de qualquer um destes tipos a um que é uma indeterminacao
do tipo 0 x oo através da identidade (10). Calcularemos apenas um limite nesta forma
que é um cléssico.
Estabeleceremos a seguinte identidade, que é um dos limites fundamentais do céalculo,

X)

X)

. 1)*
e (141)" =
juntamente com
. senX
(13) =

que foi utilizado para o célculo da derivada do seno e conseqiientemente de todas as
funcgoes trigonométricas.
Note que o limite encontrado na identidade (12) é do tipo 1°°. Por (10),

1)" li X1 L
14 l 1 - _ Slimx oo n(l-i—Y)
(14) K2 ( * X) ¢
Portanto, reduzimos o cédlculo deste limite ao seguinte
1
15 L= lim Xln(l+ —
1) i (1)
Observe que L é do tipo 0 x co. Transformamos este limite em um do tipo 8 usando a
identidade )
1 1+«
XIn (1 + —) =— X
X X
Logo

: 1 }
L:XEIEOOXln (1—1—}) = lim
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Aplicando a Regra de L’Hopital ao limite a direta desta identidade, obtemos que

1+ % e
L= lim T X = lim )i

Substituindo o valor de L em (14), temos que

1\ ¥
lim (14 =) =emereXn(iig) — ot _
X—+o0 X

e obtemos (12).

6. ASSINTOTAS INCLINADAS

Uma reta r é uma assintota para o grafico de uma funcao f quando, ao percorrermos
r em uma determinado sentido, o grafico de f vai ficando cada vez mais préximo de r.
As assintotas podem ser de trés tipos: verticais, horizontais ou inclinadas. Ja discutimos
como determinar as assintotas horizontais e verticais. Vamos discutir como obter as
assintotas inclinadas. Nos proximos dois paragrafos resumimos o que sabemos sobre as
assintotas verticais e horizontais.

Uma assintota vertical tem equagao X = a. Como o gréfico de f fica muito proximo
desta reta quando a percorremos em algum sentido, temos que

(16) Jim f(X)=c0 ou lim f(X)=o0

Quando (16) é satisfeita para um niimero real a, vimos que X = a é uma assintota vertical
para o grafico de f.

Uma assintota horizontal tem equagao Y = a. Como o gréfico de f fica muito préximo
desta reta quando a percorremos em algum sentido, temos que

(17) Jm f(X)=a ou lim f(X)=a
Quando (17) é satisfeita para um nimero real a, vimos que Y = a é uma assintota

horizontal para o grafico de f.

Agora, suponha que 7 seja uma assitota inclinada para o grafico de f. Portanto, existem
numeros reais m e b, com m # 0, tais que a equacao de r ¢ Y = mX +b. Ao percorrermos
esta reta em um determinado sentido, fazemos as abscissas de seus pontos ficarem muito
grandes ou pequenas, isto é, tendem a oo, que pode ser +o0o ou —oo. Como o grafico
de f fica muito préximo de r, temos que f(X) fica muito préximo de mX + b, quando
X — o0o. Em particular,

L
im —— =
X—oomX +b
Dividindo o numerador e o denominador por X, temos que
S T R Ve R
X—ocomX +b Xaoom—k% limX_,oom%—% m
Portanto,
X
m = lim M
X—o00
Aplicando a Regra de L’Hospital para o calculo deste limite, chegamos a
m = lim f'(X)

X—o0
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Determinado o valor de m, passamos a calcular o valor de b. Como f(X) fica muito
préoximo de mX + b, quando X — oo, concluimos que
0= )}im f(X)—(mX+0b) = )}im [f(X) —mX] —)}im b= )}im [f(X)—mX]—b

Conseqiientemente
b= lim f(X)—mX
X —o00
Exemplo 16. Determine a equacao de todas as retas que sao assintotas ao grdfico da
funcao dada por
X3 +e2X
e

Note que o gréfico desta fungao nao possui assintota vertical porque f(X) é uma fungao
continua para todo X real. Passamos a analisar o comportamento desta funcao no infinito,

de maneira quantitativa, ficando a formalizacao matematica com exercicio para o leitor.

e Quando X tende a +o00, —2X e —3X tendem para —oo e conseqiientemente e~2X

e e ¥ tendem a 0. Portanto, o numerador da expressao de f(X) se aproxima de
X? e o denominador de X? e daf f(X) se aproxima de &5 = X. Logo Y = X 6
uma assintota inclinada para o grafico de f(X) quando X tende a +o0.

e Quando X tende a —oo, —2X e —3X tendem para +oo. Como a exponencial
na base e cresce muito mais rapidamente que qualque polinémio, e~2% domina o
munerador e e 3% o denominador. Portanto, o limite de f(X) quando X tende a
—00 é 0 mesmo de iiii = eX e que vale 0. Logo Y = 0 é uma assintota horizontal
para o grafico de f(X) quando X tende a —oo.

Fizemos a escolha desta funcao para que possuisse simultaneamente uma assintota hori-
zontal e outra inclinada.

7. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

5. (1) —2 (ii) —3 (i) 2 (iv) 2 (v) 5 (vi) 18 (vii) 400 13. (i) —oo (ii) 0 (iii) +oo (iv) —oo

(v) 2 (vi) O (vii) 400 15. (i) 5 (ii) —2 (iii) 0

CONTEUDO DA DECIMA TERCEIRA AULA DA DISCIPLINA CALCULO L1, OFERECIDA PARA OS CURSOS
DE LICENCIATURA EM FisicA, MATEMATICA E QUIMICA E O BACHARELADO EM QUIMICA IDUSTRIAL,
NO SEGUNDO SEMESTRE DE 2008 NA UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO, TENDO COMO PRO-
FESSOR MANOEL LEMOS



