CALCULO L1 — NOTAS DA DECIMA NONA AULA
UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO

REsUMO. Nesta aula, desenvolveremos a técnica conhecida por integragao por partes.

1. INTEGRAGAO POR PARTES

A técnica vista na aula anterior, que é chamada de mudanca de varidveis, é empregada
para calcular a integral de uma funcao que, em sua esséncia, ¢ igual a derivada, obtida
através da regra da cadeia, de uma outra fungao. Ja o método desenvolvido agora pode
ser utilizado para lidar com a mesma situagao quando a regra da cadeia é trocada pela
regra do produto.

Para fungoes f(X) e g(X), seja r(X) = f(X)g(X). A regra do produto afirma que

r'(X) = f'(X)g(X) + f(X)g'(X)

Integrando esta identidade, com relacao a variavel X, chegamos a

[ re0ax = [ireageo + g 0jx

Como a integral da soma ¢ a soma das integrais, temos que

[ reoax = [ reogeaax + [ rx
~ [ 0gax + [ rx

porque r(X) é uma primitiva para r’(X). Esta igualdade pode ser reescrita como

[ gy =) - [ re0s0ax

Substituindo a expressao de r(X) na identidade acima, obtemos que

1) [ reageaax = seageo - [ 1

A igualdade (1) permite transformar o cdlculo da integral de f'(X)g(X) no céalculo
da integral de f(X)¢'(X) que pode ser mais simples. Esta técnica é conhecida como
integracao por partes. Iremos aplicar este método para encontrar a integral de varias
funcoes.

Portanto,

Exemplo 1. Calcule a sequinte integral

/XcostX

Estas notas foram escritas pelo professor da disciplina, Manoel Lemos.
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Vamos tomar f(X) = X e ¢(X) = cosX. Portanto, f/(X) = 1 e g(X) = senX.
Por (1),

/XcosX = Xsen X — /senXdX = XsenX +cos X +C
Exercicio 2. Calcule as sequintes integrais
(i)
/ X sen XdX

/ XeXdX

/X2 sen XdX
/(X2 —3X +5)erdX

/ eX cos XdX

Em cada um dos trés ultimos itens do exercicio anterior sera necessario aplicar duas
vezes a técnica de integracao por partes para calcular a integral proposta. Para algumas
funcoes, aplicando-se o método de integracao por partes, é possivel obter uma recorréncia
que permite o calculo de sua integral. Vamos fazer um exemplo. Considere a seguinte
integral, que depende de um natural n,

(2) I, = / X"eXdX

Tomando f(X) = X" e ¢ (X) = ¥, temos que f'(X) =nX""'!e g(X) = eX. Portanto,
por (1),
/ X"etdX = X"eX — / nX" teXdX
Como a integragao comuta com a multiplicacao por um escalar, temos que
/ X"eXdX = X"e* —n / X" le¥dx
Esta identidade pode ser reescrita como
(3) I, = X"e* —nl,_,

que ¢ a recorréncia procurada. O valor inicial da recorréncia, quando n = 0, pode ser
encontrado facilmente porque

Ioz/eXdX:eX—irC’
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A partir desta integral, temos todas as outras. Faremos o computo para alguns valores
de n:

L=XeX—Ih=(X-1)ef+C

I = X?%* =2 = X?%X —2(X —1)e* + O = (X? - 2X +2)e* +C

Iy = X%* =3I, = (X® - 3X? +6X —6)e* +C

I = X*e® —4l; = (X* —4X3 +12X? — 24X + 24)e* + O

Is = X?eX — 51, = (X° = 5X* +20X° — 60X% + 120X — 120)e™ + C
Poderiamos continuar indefinidamente.

Exercicio 3. Para um natural n, considere as sequintes integrais:
In:/X"senXdX e Jn:/X”costX

Decida sobre a veracidade de cada uma das recorréncias dadas a sequir:
(i) Quandon > 1, I, = =X"cos X +nJ,_;
(ii) Quandon > 1, J, = X"sen X —nl, 4
(iii) Quandon >2, I, =—-X"cos X +nX"tsen X —n(n — 1)1,
(iv) Quandon > 2, J, = X"sen X + nX" tcos X —n(n—1)J,

Esta técnica também serve para calcular integrais de fungoes que aparentemente nao
foram obtidas através da regra do produto. Por exemplo,

Exemplo 4. Calcule a sequinte integral

/lnXdX

Se f(X)=InX e ¢(X) =1, entdo f'(X) =+ e g(X) = X. Por (1),
/lnXdX:XlnX—/dX:XlnX—X+C

Exercicio 5. Calcule as sequintes integrais

(i)
/ In? XdX

/XlnXdX

(i)

(iii)
/ arctg XdX

/(3 —2X)arctg XdX

o
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2. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

2. (i) =X cos X + sen X +C (ii) XeX —eX + C (iii)) —X?cos X +2X sen X +2cos X + C
(iv) (X2 = 5X +10)eX 4 € (v) SlesXtsen) L o3, (1) V (i) V (ii)) V (iv) V 5. (i)
XX —2XInX 42X + C (i) XX _ X2 4 ¢ (i) Xarctg X — 2EH 4 @ (i)

(—X2+4+3X — Darctg X + X — %2“) +C (V) 2(X)2(+1) 4 arct2gX s,
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