CALCULO L1 — NOTAS DA TERCEIRA AULA
UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO

RESuMO. Nesta aula introduziremos o conceito de derivada e a definicdo de uma reta
tangente ao grafico de uma fungdo. Também apresentaremos as primeiras regras para
derivagao. Ao final da aula, saberemos como encontrar a reta tangente em qualquer
ponto pertencente ao grafico de uma funcao polinomial.

1. DEFINICAO DA DERIVADA DE UMA FUNCAO

Na primeira aula, consideramos o limite dos coeficientes angulares de retas passando
por dois pontos pertencentes ao grafico de uma fungao quando um deles se aproxima do
outro, que é mantido fixo.

Sejam P e @ diferentes pontos do grafico de uma fungao f com coordenadas (zo, f(zo))
e (zo + h, f(zo + h)) respectivamente, para algum h # 0. A reta spg, que passa por P e
@, tem coeficiente angular mpq satisfazendo

f(xo+h) — f(x0)

h
Quando () se aproxima de P, que é mantido fixo, temos que h se aproxima de 0. Caso
mpg se aproxime de algum valor, diremos que este valor é a derivada de f em z( e ¢
denotada por f'(xg). Isto é,

me =

(1) f'(xo) = lim

h—0

f(xo +h) = f(xo)
h

Diremos que a derivada de f em xy é o coeficiente angular da reta tangente tp ao
grafico da fungao f no ponto P, de coordenadas (zo, f(zo)). Em outras palavras, a reta
tangente ao grafico da fun¢ao f no ponto de coordenadas (zo, f(xg)) é definida como a
reta cuja equacao é dada por

@) Y = f(x0) = F'(0)(X — o)
Se a derivada de f nao existe em xy, entao a reta tangente ao grafico de f no ponto de
coordenadas (zg, f(xo)) também nao existe.

Estas notas foram escritas pelo professor da disciplina, Manoel Lemos.
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No primeiro capitulo calculamos a derivada de f(X) = X?2. Neste caso, f'(x¢) = 2.
Como xg pode assumir qualquer valor, podemos ver xy como uma “variavel” e f’ como
uma fungdo na “varidavel” xy. Retornando para a varidvel X, temos que f'(X) = 2X
quando f(X) = X?. Em geral, (1) pode ser reescrita como

- f(X 4 h) - f(X)
3 "(X)=1
3) /(%) = i TS
quando a “variavel” x( é substituida pela variavel X. Esta abordagem pode gerar alguma
confusao no inicio. E comum que alguns estudantes cometam o erro que iremos apresentar
a seguir.

Erro freqiiente 1. Considere a sequinte questao: Qual a equagao da reta tangente ao
grdfico da funcgdo f(X) = X? no ponto de coordenadas (2,4)? Ao responderem tal questao,
alguns estudantes calculam f'(X) = 2X e afirmam que a equacgdo desta reta € Y —4 =
2X (X —2). Note que esta equagdo ndao € a de uma reta. O coeficiente angular tem de ser
um nimero. Nao pode ser 2X. O coeficiente angular desta reta é f'(2) = 4. Portanto, a
equacao da reta tangente ao grdfico da fungdo f(X) = X? no ponto de coordenadas (2,4)
Y —4=4(X-2).

Vamos fazer um exemplo antes do inicio da apresentacgao das regras de derivagao.

Exemplo 2. Encontre a equagao da reta tangente ao grifico da funcao f(X) = VX que
passa pelo ponto de coordenadas (—9,0).

Na figura abaixo, ilustramos o grafico de f e a tnica reta tangente a este gréfico
passando pelo ponto de coordenadas (—9,0). Note que perto do ponto de tangéncia, que
tem coordenadas (9, 3), o grafico da fungao fica muito préximo da reta tangente, chegando
a se confundir na representagao grafica.

_ X49
Y = 6

Y = VX

-9 | 9 X

Na tabela apresentada a seguir tabulamos f(X) = VX e g(X) = X9 para alguns valores
de X préximos de 3. Verificamos que f(X) e g(X) estao muito préximos.
X 18,000 8,400 8,800 9,000 9,200 9,600 10,000
f(X)]2,828 2,898 2,966 3,000 3,033 3,098 3,162
9(X) 2,833 2900 2,967 3,000 3,033 3,100 3,167
Necessitamos considerar todas as retas tangentes ao grafico desta funcao. Iniciamos
calculando o coeficiente angular de cada uma destas retas:

X+h)— f(X vX+h—-vX
h—0 h h—0 h
Note que este limite é do “tipo %”, que foram considerados na tltima aula. Eliminamos

a indeterminacao multiplicando o numerador e o denominador pelo conjugado do nume-
rador:
(X) = lim (VX +h—VX)(VX+h+VX) _ b (VA D) - (VX)?
h—0 h(VX +h+VX) =0 h(vX +h+VX)
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Para obtermos a tltima igualdade acima, utilizamos a identidade (a —b)(a+b) = a® — b,
com ¢ = VX + h e b=+X. Simplificando a expressdo, chegamos &
. X+h)—X . h
"(X) = lim ( = lim
FX) = i h(VX +h+VX) m=0h(vVX+h+VX)
Quando h — 0, temos que VX + h — X e dai

1
lim
h=0 /X + h+ VX

/ . 1 1
S = s e BV duEWoe
Note que a derivada nao existe quando X = 0, que é um valor no dominio de f. Isto
ocorre porque no ponto de coordenadas (0,0) a reta tangente ao grafico de f é vertical e
tem equacao X = 0, pois o grafico de f é a parte da parabola de equacio X = Y? contida
no primeiro quadrante.

Agora iremos considerar todas as retas tangentes ao grafico da funcao f e verificar
qual passa pelo ponto de coordenadas (—9,0). Seja a a abscissa de um ponto genérico
no gréfico de f, com a > 0. Sua ordenada serd f(a) = y/a. O coeficente angular da
reta tangente ao gréafico de f no ponto de coordenadas (a, f(a)) é igual a f'(a) = ﬁa
Portanto, obtemos a equacao desta reta tangente substituindo em

Y = fa) = f(a)(X = a)

os valores descritos acima e chegamos a

Y - Va=g (X ~a)

Multiplicando ambos os lados desta equagao por 24/a, temos
2Va(Y —va) = X —a
2vVaY —2a = X —a
2y/aY = X +a
Logo a equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa a é:
(4) X —2/aYy +a=0

Necessitamos determinar quais as retas desta familia que passam pelo ponto de coorde-
nadas (—9,0). Isto ocorre se e somente se (—9,0) satisfaz sua equacdo. Ao substituirmos
(=9,0) em (6), obtemos

—9+a=0
edal a = 9. A equagao da reta tangente ¢ X —6Y +9 = 0. As coordenadas do ponto de
tangéncia sao (9, 3).

Exercicio 3. Decida sobre a veracidade de cada uma das sentencas abaixo sobre as retas

tangentes a curva de equacao Y = v X.

(i) A equagdo da reta tangente no ponto de coordenadas (1,1) éY = %

(ii) A equacdo da reta tangente no ponto de coordenadas (25,5) é 20Y = 4X + 10

(iii) Nao existe reta tangente no ponto de coordenadas (90000000000, 300000)

(iv) Nenhuma reta tangente passa pelo ponto de coordenadas (5,0)

(v) Ezistem duas retas tangentes passando pelo ponto de coordenadas (8, 8)

(vi) Ezistem duas retas tangentes passando pelo ponto de coordenadas (a,3) se e so-
mente se 0 < a < 9.
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Exercicio 4. Encontre as equacdes das retas tangentes a curva de equacdo Y = X* —
18X?2 + 81, indicando seus pontos de tangéncia, que sio horizontais. Estas retas inter-
ceptam a curva em algum outro ponto?

2. AS PRIMEIRAS REGRAS: DERIVANDO POLINOMIOS

Calcular a derivada de uma funcdo, como foi feito para f(X) = v/X no Exemplo 2,
pode se tornar muito complexo. Por este motivo, estabeleceremos regras que permitem o
calculo da derivada de forma mecanica. Estas regras podem ser facilmente implementadas
para derivar qualquer funcao elementar. Isto é feito em qualquer programa de computacao
algébrica. A proxima regra nos diz que a derivada de uma fung@o constante é sempre zero.

Regra 5. Se f(X) = ¢, onde ¢ é um nimero real, entio f'(X) = 0.

De fato, por definicao
X+h)— f(X —
f’(X):limf( PRI 5 i Y im0 —o

h—0 h h—0 h h—0 h—0

A segunda regra de derivacao ¢ muito importante. Permite o cdlculo da derivada de
uma poténcia com expoente natural. Para estabelecer a regra, necessitamos da seguinte
identidade a respeito de diferencas de n-poténcias:

n—1
n__pn o o
(5> a b — an—l + an—Zb et an—l—zbz S abn—2 4 bn—l — E an—l—zbz
a/ —
=0

Esta identidade é facilmente estabelecida ao multiplicarmos por a — b ambos os lados
porque

al@" '+ d TV ) =a" Fad" o ad T  Fab™ !
—b@" a0 ) =~ =T e = "
Regra 6. Se f(X) = X", onde n é um inteiro positivo, entio f'(X)=nX""1.

Sabemos que
(X +h)"—X"

: (X +h) - fX)
© e
Sea=X+heb= X, entao
(X+n)"—=X"  a"—b"
h a-b

Por (5), temos que
(X + h

2 X+ h)" X
Substituindo esta identidade em (6), chegamlos(,) a

POX) = fiy S8 + i
Como o limite da soma é a soma dos limifce(;, temos que

PX) = 3 im(X 4 Ay

=0
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Mas o limite do produto é o produto dos limites. Portanto,

n—1 . .
, B . n—1—1 ( . )z
05 () (i

Como X +h — X e X — X, quando h — 0, temos que

n—1 n—1 n—1
f/(X> _ ZXn—l—iXi _ ZX(n—l—i)-H _ ZXn—l _ an—l
=0 =0 =0

Esta regra é uma méquina de produzir derivadas como pode ser observado na tabela
apresentada a seguir.

70 | F(X)
X 1
X2 2X
X3 3X?
X4 4X3
e 5X4

Usaremos esta regra no préximo exemplo.

Exemplo 7. Encontre a equacdo da reta tangente & curva de equacdo Y = X3 no ponto
com coordenadas (—2, —8).

Esta curva ¢ o gréafico da fungao f(X) = X?3. Pela Regra 6, temos que f'(X) = 3z O
coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa —2 é f'(—2) = 12.
A equagao de uma reta que passa pelo ponto de coordenadas (zg,yo) e tem coeficiente
angular m é

Y —yo =m(X — )
Ao fazermos g = —2,1yo = —8 e m = 12, obtemos

Y +8=12(X +2)
que pode ser reescrita como Y = 12X + 16.

Exemplo 8. Determine as equagoes das retas tangentes a curva de equacio Y = X° que
sao paralelas a reta com equacdo 16Y —5X + 14 = 0.

As seguintes afirmacoes sao equivalentes e caracterizam retas paralelas, que nao sao
verticais, em termos de seus coeficientes angulares.

e As retas ry e ro sao paralelas.
e Os angulos a; e ay formados respectivamente por ry e ry com o semi-eixo positivo
das abscissas sao congruentes.

[ tg a1 = tg (65)

e As retas ry e r possuem o mesmo coeficiente angular.
A equivaléncia entre a segunda e a terceira afirmagao segue porque 0 < a; < 7, com
o; # 3, para 7 igual a 1 ou 2 — neste curso os angulos sao medidos sempre em radianos.
[lustramos esta situagao na préxima figura, na qual representamos os eixos coordenados
tracejados, exceto o semi-eixo positivo das abscissas.
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Agora que caracterizamos retas paralelas em termos de seus coeficientes angulares,
podemos retornar ao Exercicio 8. Reescrevemos a equagao da reta dada neste exercicio
como

5 7
2 x_ L
16 8
Logo seu coeficiente angular é igual a 1%. Portanto, necessitamos determinar todas as

retas tangentes a curva de equacao Y = X° que possuem coeficiente angular igual a 1%..

Como esta curva é o grafico da funcao f(X) = X°, o coeficiente angular da reta tangente
no ponto de coordenadas (X, f(X)) é igual a f'(X). Pela Regra 6, f'(X) = 5X°"! = 5X*.
Conseqiientemente obtemos a equacao

5
Xt = —
16
Logo X = % ou X = —%. Como a equacao da reta tangente ao grafico de uma fungao f

no ponto (zo, f(zg)) é dada por
Y — f(xo) = f'(20)(X — z0)

obtemos as equacoes das retas tangentes requisitadas neste exercicio substituindo xy por
cada um dos dois valores de X obtidos. Chegamos a

15 1 15 1
Yo o= (x—- Y+ =— (X 42
32 16( 2) NS 16( +2>

que podem ser reescritas como
16Y —5X +2=0 e 16Y —5X —-2=0

Exercicio 9. Considere a curva de equagio Y = X3
(i) Encontre a equacao da reta tangente a esta curva no ponto de coordenadas (a,a®),
para um numero real a.
(ii) Caso existam, determine as equacoes das retas tangentes a esta curva que sao
paralelas a reta de equagao 9X —3Y +5 =0
(iii) Caso existam, determine as equagoes das retas tangentes a esta curva que sao
paralelas a reta de equacao 3X +4Y —19 =10
(iv) Encontre as equagoes das retas tangentes a esta curva que passam pelo ponto de
coordenadas (—2,0)

As duas préximas regras serao estabelecidas simultaneamente.
Regra 10. Se r(X) = f(X) + g(X), entao r'(X) = f/(X) + ¢'(X)
Isto é, a derivada da soma ¢é a soma das derivadas.

Regra 11. Se r(X) = cg(X), para um nimero real ¢, entao r'(X) = cg'(X)
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Isto é, a derivacao comuta com a multiplicagao por uma constante.

Para um numero real a, considere
r(X) = af(X) + cg(X)
Vamos mostrar que
(7) r'(X) = af'(X) + cg'(X)

Obtemos a Regra 10 tomando a = ¢ = 1 porque, neste caso, 7(X) = f(X) + ¢g(X). Ja
para estabelecermos a Regra 11 basta tomarmos a = 0.
Agora, mostraremos (7). Por definicao,

(X) = tim XN =) af (X A h) Feg(X+ B = [af(X) + cg(X)]
h—0 h h—0 h

O numerador da fragao a direita nesta expressao pode ser reescrita de forma que

alf(X +h) = F(X)] +clg(X + ) = g(X)]

P = h
_falf(X+h) = f(X)] | cg(X +h)—g(X)]
= }Eé{ h * h }

Ao usarmos que o limite da soma é a soma dos limites, concluimos que

X+h)—f(X X+h)—g(X
) — i SR = FO] | elg(X 1) = 6(X)]
h—0 h h—0 h

Mas o limite do produto é o produto dos limites

X+h)— f(X X+h)—g(X
r'(X) = lim a lim fX+h) — F(X) + lim ¢ lim gX +h) —g(X)
h—0 h—0 h h—0 h—0 h
Desta identidade temos (7).

Exemplo 12. Encontre as equacoes das retas tangentes a curva dada pela equagao Y =
X3 — 3X que sao horizontais, indicando seus pontos de tangéncia.

Y = Y
Y = X3 —3X

=2

A curva de equagao Y = X3 — 3X ¢ o grafico da funcao h(X) = X3 — 3X. Podemos
decompor h(X) como a soma de duas fungoes f(X) = X? e g(X) = —3X. Pela Regra 10,
temos que /'(X) = f/(X) + ¢/(X). Pela Regra 6, f'(X) = 3X?. Pela Regra 11, ¢'(X) é
igual a —3 vezes a derivada de X, que pela Regra 6, é igual a 1. Portanto, ¢'(X) = —3.
Logo I/(X) = 3X? — 3. O coeficiente angular da reta tangente ao grafico de h no ponto
de coordenadas (X, h(X)) é ' (X) e esta reta é horizontal quando seu coeficiente angular
for 0. Portanto,

R'(X)=3X>-3=0
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edal X =1ou X = —1. Como h(l) = =2 ¢ h(—1) = 2, as retas tangentes horizontais a
esta curva sao:

e Y =2 que é tangente no ponto de coordenadas (—1, 2)

e Y = —2 que é tangente no ponto de coordenadas (1, —2)

Estas retas estao representadas na figura anterior.

Exercicio 13. Encontre a derivada de cada uma das funcoes descritas a sequir:
(i) a(X)=2X%-5X +1

=X -DX+1)(X+2)
= X24+5VX
(vi) f(X)=(2X +1)°

Exercicio 14. Para cada um dos itens a sequir, encontre a equag¢do da reta tangente a
curva de equacgao dada no ponto cujas coordenadas sao indicadas.
i) Y =2X2-X+1e(-1,4)
(i) Y = X® +5VX e (1,6)
(iii) Y = X* —2X? +4 ¢ (—1,3)

Exercicio 15. Em cada um dos itens a sequir, sao dadas as equagoes de uma curva e de
uma reta respectivamente. Quando existirem, determine as retas tangentes a esta curva
que sao paralelas a reta com equagao dada. Neste caso, indique 0s pontos de tangéncia.
(i) Y =3X%2+4X —2¢e4X +2Y -9=0
(i) Y =4X° +5X1 e Y —17=0
(ili) Y =3X°+5X3 e X +Y —-5=0

As Regras 5, 6, 10 e 11 possibilitam o calculo da derivada de qualquer funcao polinomial.
De fato, caso

J(X)=a, X"+ +a: X? + a1 X +ag :ZaiXi
1=0

temos que
n

F(X)=na, X"+ 420X +ag =Y ia X!

=1
3. UMA INTERPRETACAO FiSICA

Suponha que a trajetéria de uma particula seja o eixo da abscissas. Em cada instante
do tempo t, a particula ocupa um posigao z(t). A velocidade média da particula entre os
tempos t =ty e t = t; é dada por

(ty) — x(to)
t —to
A velocidade sera negativa quando z(t1) < z(ty) e positiva quando z(t;) > x(tp). Quando

t1 — tg, a velocidade média se aproxima da velocidade instatanea da particula no instante
to. Isto é, a derivada de x(t) no instante g

t1) — x(t
' (tp) = lim —ZB( 1) — (to)
t1—to t1 — 1o
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¢ a velocidade instantanea da particula em ¢y. Se z'(¢y) > 0, ent@o o vetor velocidade tem
o mesmo sentido que o do eixo das abscissas. Se z/(t) < 0, entdo o vetor velocidade tem
o sentido contrario ao do eixo das abscissas. Isto €, o sinal da derivada da o sentido do
vetor velocidade, ja que a direcao é o eixo das abscissas.
Caso v(t) e a(t) representem respectivamente a velocidade e a acelera¢do da particula
no instante ¢, temos que
v(t) = 2'(t)

De maneira analoga, podemos estabelecer que

a(t) =v'(t)
porque a aceleracao é a taxa de variagao da velocidade com relagao ao tempo. Dizemos
que a aceleragao é a derivada segunda da posicao e denotamos isto por

a(t) = 2" (t)

Exemplo 16. Em um instante t, uma particula ocupa a posicio x(t) = 5t2 + 20t — 100.
Qual € a velocidade e a aceleracdo desta particula no instante t.

Temos que
v(t) =2'(t) =10t +20 e a(t) =2'(t) =2"(t) =10
Podemos interpretar esta situagao da seguinte forma: um objeto é atirado de uma altura

de 100 m do solo, com uma velocidade inicial de 20 m/s em um planeta cuja aceleragao
gravitacional é préxima da nossa, isto é, 10 m/s?

Em geral, para uma funcao f, a derivada de f’ é dita a derivada segunda de f e é
denotada por f”; a derivada de f” é dita a derivada terceira de f, sendo representada
por f”: e assim por diante.

Exemplo 17. Calcule f""(X) para f(X) = X? —5X? +4X + 9

Temos que
f(X) = X®—5X%44X+9
fi(X) = 3X*—-10X +4
f'(X) = 6X—10
f1(X) =6
/X)) =0

Como nao é pratico usar a notagao para a n-ésima derivada de uma funcao f através
do apostrofo repetido n vezes apds o f, representa-se tal derivada apenas por f™(X).
Isto pode ocorrer a partir de n = 3. Logo f®(X) ¢ usada no lugar de f"(X)

4. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

3. (i) V (ii) F (a equagao é 10Y = X + 25) (iii) F (existe com equagao X — 600000y +
90000000000 = 0) (iv) V (v) V (vi) V 4. Y = 81 que ¢é tangente em (0,81) e Y = 0 que
é tangente em (3,0) e (—3,0); Y = 0 s6 intercepta o grafico nos dois pontos de tangéncia
e Y = 81 também intercepta nos pontos com coordenadas (3v/2,81) e (—3v/2,81) 9. (i)
Y =3a2X —24% (il) Y = 3X —2 e Y = 3X +2 (iii) nio existem (iv) ¥ = 0 e Y = 27X +54
13. (i) a/(X) = 4X — 5 (i) V(X) = 4X3 — 9X2 (iii) /(X) = =5X* +8X (iv) d'(X) =
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BX2+4X — 1 (v) €(X) =2X + ;7% (vi) [/(X) = 160X" + 320X + 240X° + 80.X + 10
14. () Y +5X +1=0 (i) 2Y —11X —1=0(iii) Y =3 15. (i) Y +2X +5=0em

(=1,-3) (i) Y =0em (0,0) e Y =1 em (—1,1) (iii) ndo existem
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