CALCULO L1 — NOTAS DA SEXTA AULA
UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO

RESUMO. Nesta aula definiremos as demais fung¢des trigonométricas, que sao obtidas a
partir das fungbes seno e cosseno, e determinaremos suas derivadas.

1. AS FUNCOES TANGENTE E SECANTE

As expressoes para as fungoes tangente e secante sao

sen X
te X =
& cos X
1
X =
bec cos X

Estas expressoes nao estao definidas para todos os valores de X para os quais cos X = 0.
Isto ocorre quando X = 7 + km, com k € Z. Portanto, as fungoes tangente e secante
possuem o mesmo dominio que é

{X eER: X — g nao é multiplo inteiro de 7r}
Dividindo a seguinte identidade fundametal
sen’ X 4+ cos? X = 1

que foi estabelecida na aula anterior, por cos? X obtemos

(senX>2+1_sen2X+COSQX_ 1 _( 1 )2
cos X cos? X cos? X cos X
Isto é,

(1) tg? X +1=sec® X

que ¢é a identidade fundamental envolvendo as funcoes tangente e secante.

Existe uma identidade para a tangente da soma de dois angulos que estabeleceremos a
seguir. Utilizando a expressao para o seno e o cosseno da soma de dois angulos, obtemos
que

sen(av 4+ )  senacos 3 + cos asen [
tg (o + B) = =
cos(a+ ) cosacosf — senasen
Dividindo o numerador e o denominador por cos « cos (3, temos que

sen a cos +cos a sen 3 sen « cos (3 + cos a sen 3 sen o 4 sen 3
t - cos acos B __ cosacos 3 cosacosff _ cosa cos (3
g(OZ‘i‘ﬁ) " cosacosf—senasen3 ~  cosacosf  senasenf3 ] _ sena sen 3
cos a cos 3 cos a cos 3 cos a cos 3 cosa cosf
Conseqlientemente
tga+ tg
(2) g(a+p) ——

Estas notas foram escritas pelo professor da disciplina, Manoel Lemos.
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Esta expressao sé faz sentido quando cos «, cos 3 e cos(a + ) sdo todos nao nulos. Isto
¢, nenhum dos angulos o, 8 e a + 8 ¢ da forma 7 + k7, para algum k € Z. Este fato foi
utilizado livremente neste paragrafo.

Fazendo o« = m em (2), chegamos a

_ tgm+ tg 3 0+ tg 3 B
C1—tgmtgl 1-0tgl

Conseqiientemente 7 é um multiplo inteiro do periodo da funcao tangente. Ao fazermos
o grafico desta funcao, veremos que 7 é o seu periodo.

Lembre-se que utilizamos ), para representar o ponto de coordenadas (cos a,sen «).
Na figura seguinte, os segmentos R(), e PS sao perpendiculares ao eixo das abscissas.
Quando @, esta no primeiro quadrante,

sena  RQ, PS

tg (7 + ) tg 8

=PS

— a terceira igualdade segue pelo Teorema de Tales, pois os triangulos ORQ), e OPS sao
semelhantes. Portanto, a ordenada do ponto S é igual a tga. Nao ¢é dificil extender este
resultado quando o ponto @), estd em outro quadrante que nao é o primeiro.

Observando a coordenada do ponto S, quando « percorre o intervalo (—g, g), concluimos

que a funcao tga é crescente neste intervalo. Em particular, o seu periodo é . Mais
ainda, os valores de tga percorrem todo o intervalo (—oo,4+00). O grifico da fungao
tangente é representado na préxima figura.
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Para esta funcao temos os seguintes limites laterais

lim tgX =-0c0 e lim tgX =400
X—-Z+ X~
Agora apresentaremos dois periodos do grafico da funcao secante, cuja forma pode ser
facilmente obtida a partir do grafico do cosseno.

Y

Note que

lim secX = lim secX =+oc0 e lim secX lim secX = —o0

_T+ ™= ™+ 3r—
X==3 X—3 X—3 X—<F

Regra 1. Se r(X) =tg X, entdao r'(X) = sec® X

A regra do quociente afirma que

S (X)g(X) — fF(X)g'(X) f(X)
3 r(X) = quando 7(X) = "%
@) ) ToNE M=
Neste caso f(X) = senX e g(x) = cos X. Como f'(X) = cosX e ¢'(X) = —sen X,
obtemos que
cos X cos X — sen X(—sen X)  cos? X + sen® X 1
/X — — — — 2X
r(X) cos? X cos? X cos2X | C

Exemplo 2. Encontre a reta normal a curva de equagao Y = tg X no ponto de coorde-

nadas (m,0).
Como esta curva é o grafico da funcao f(X) = tg X, a equagdo da reta normal no
ponto de coordenadas (a, f(a)) é

Y~ fa) =~

"

quando f'(a) # 0. Pela Regra 1, f’(a) = sec’a. Para esta funcio especifica, a equagio
da reta normal passa a ser

1
sec? q

Y —tga=— (X —a)

Quando a = 7, tgm = 0 e secm = 1. Portanto, a equacao da reta normal a esta curva no
ponto de coordenadas (m,0) é Y —0 = —(X —7) que pode ser reescrita como X +Y —m = 0.
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Exercicio 3. Determine o numero de retas tangentes a curva de equacao Y = tg X, cuja
abscissa do ponto de tangéncia pertence ao intervalo [0,100], que sdo paralelas a reta de
equacao:
(i) X4+Y —-256=0
(i) X =Y —256=0
(iii) Y =0
Regra 4. Se r(X) =sec X, entdo r'(X) = tg X sec X

Obtemos r'(X) substituindo, em (3), f(X) e g(X) por respectivamente 1 e cos X. Neste
caso f'(X)=0,¢(X) = —sen X e dal
~ Ocos X —1(—senX) senX senX 1
B cos? X ~cos2 X cos X cos X

r'(X) = tg X'sec X

2. AS FUNCOES COTANGENTE E COSSECANTE

As expressoes para as fungoes cotangente e cossecante sao

cos X
tg X =
cote sen X
1
X =
cossec —

Estas expressoes nao estao definidas para todos os valores de X para os quais sen X = 0.
Isto ocorre quando X = km, com k € Z. Portanto, as funcoes cotangente e cossecante
possuem o mesmo dominio que é

{X € R: X nao é miltiplo inteiro de 7}
Dividindo a seguinte identidade fundametal
sen? X +cos? X =1
que foi estabelecida na aula antierior, por sen? X obtemos
+(COSX)2:1+COS2X:sen2X—i—cosQX: 1 :< 1 )2
sen X sen? X sen? X sen? X sen X

Isto é,
(4) cotg® X + 1 = cossec? X
Esta identidade sera muito utilizada quando lidarmos com estas funcgoes.

Exercicio 5. Decida sobre a veracidade de cada uma das sequintes sentencas:

(i) tgarcotga = 1 para todo nimero real o que ndo é miiltiplo inteiro de 3
(ii) (tga + cotga)sen2a = 2 para todo niumero real o que nao é mailtiplo inteiro de

oy

(iii) O periodo da funcdao cotangente € igual a 27
(iv) O periodo da funcao cossecante € igual a 27
(v) cotga = cotg(—a)
(vi) cotg (a + ) = % para todos numeros reais o e 3 tais que nao existe
maltiplo inteiro de m igual a o, 3 ou o+ 3
(vii) sec(a + ) = secarsec B — cossec acossec 3 para todos numeros reais a e [ tais
que ndo existe multiplo inteiro de 5 igual a o, 8 ou o+ 3

(viii) Os walores da cossecante nunca pertencem ao intervalo (—1,1)
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(ix) O grdfico de cossec X € obtido a partir do grdfico de sec X apds uma translag¢ao
horizontal de 5 para a direita.
(x) O grifico de cotg X € representado na figura sequinte

Regra 6. Se r(X) = cotg X, entdo r'(X) = — cossec’ X

Substituindo em (3), que é regra do quociente, f(x) = cos X e g(X) = sen X, cujas
derivadas sao f'(X) = —sen X e ¢'(X) = cos X, obtemos que
—sen X)sen X —cos X cos X —(sen® X + cos® X) -1 N

5 = 5 = 5+ — — cossec”X
sen? X sen? X sen? X
Exercicio 7. Considere a fun¢io f(X) = 3tg X — 3cotg X
(i) Calcule f'(X)
(ii) Encontre uma expressio para f'(X) envolvendo apenas a fun¢ao cossec2X
(iii) Caso ezistam, determine todas as retas tangentes ao grifico de f que sao horo-
zontais.
(iv) Ache a equagdo da reta tangente ao grifico de f no ponto de coordenadas (9—” 0)

40
Regra 8. Se r(X) = cossec X, entdo ' (X) = — cotg X cossec X

Obtemos 7’'(X) substituindo, em (3), f(X) e g(X) por respectivamente 1 e sen X. Neste
caso f'(X)=0,¢(X) =cos X e dai

Osen X —1lcos X —cos X cosX 1
r(X) sen? X sen? X sen X sen X cotg A cossee

r(X) = (

3. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

3. (1) 0 (i) 32 (iii) 0 5. (i) V (ii) V (iii) F (¢ igual a m) (iv) V (v) F (a cotangente é
uma fungdo fmpar) (vi) V (vii) F (viii) V (ix) V (x) V 7. (i) 3sec? X + 3cossec? X (ii)
12 cossec? 2X (iii) ndo existem (iv) Y = 12X — 277

CONTEUDO DA SEXTA AULA DA DISCIPLINA CALCULO L1, OFERECIDA PARA OS CURSOS DE LICEN-
CIATURA EM FisicA, MATEMATICA E QUIMICA E O BACHARELADO EM QUIMICA IDUSTRIAL, NO SE-
GUNDO SEMESTRE DE 2008 NA UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO, TENDO COMO PROFESSOR
MANOEL LEMOS



