CALCULO L1 — NOTAS DA SETIMA AULA
UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO

REsuMO. Nesta aula, apresentaremos a regra para derivar o resultado da composicao de
funcoes, que é conhecida como a regra da cadeia. Abordaremos também a derivagao de
uma funcao implicita.

1. A COMPOSIGAO DE FUNGOES

Para duas duas fungoes f e g, a funcao composta f o g é definida, para um valor X,
como:
(f 0 9)(X) = f(9(X))
Esta operacao nao é comutativa. Em geral, fog # go f.
Vamos analisar um exemplo. Considere f(X) = v X e g(X) = 1+ 2sen X. Neste caso

(fog)(X) = f(9(X)) = Vg(X) = V1+2sen X

Qual o maior dominio de definigao para esta funcao composta? Note que fog estd definida
apenas para aqueles X tais que 1+ 2sen X > 0. Isto é, sen X > —%. Portanto, o maior
dominio de definicao de fog é

7
{X ER:—%+2k7r§X < %—FQ]WT, paraalgumkEZ}
Note que f o g é periddica porque

(fog)(X +2m) = /1 +2sen(X +27) = V1 +2sen X = (f o g)(X)

Por fim, observe que a imagem de f o g é o conjunto [0,+/3]. Claramente fog # go f
porque

(go f)(X)=1+2senvVX

tem, por exemplo, como maior dominio de defini¢cao o conjunto dos niimeros reais nao-
negativos.

Exercicio 1. Decida sobre a veracidade de cada uma das sentencas listadas a sequir.

(i) Se f(X) = X?—=5X+6 e g(X) =1+ cosX, entio fog possui 16 raizes no
intervalo [0, 100]

(ii) Se f(X) = 3cotg X e g(X) =5X —4, entdao f og € uma fungio periddica, com
periodo %

(iii) Se f(X) = X3 +5 e g(X) = 2+ sen X, entdo a imagem de f o g € igual ao
intervalo [1, 2]

(iv) Se f(X) = VX e g(X) = X®+4X> +4, entio (fog)(X)=X>+2

(v) Se f(X) = VX e g(X) =1+ tgX, entdo o maior dominio de defini¢io de f o g
¢ o conjunto {X eER: - +kr <X <3+ km, para algum k € Z}

Estas notas foram escritas pelo professor da disciplina, Manoel Lemos.
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2. A REGRA DA CADEIA
Regra 2. Se r(X) = f(g(X)), entdo

r'(X) = f'(9(X))g'(X)
Por definigao,

" ) — i TR =) 0K+ B)) — f(9(X)

h—0 h h—0 h
Multiplicando o numerador e o denominador da ultima fracao por g(X + h) — g(X),
obtemos

(2)

V) — tim PO+ 1) = F0CO)] [o(X 1) = (X)
s h [9(X+ 1) = g(X)]

que pode ser reescrita como

Y(X) = Tim [f(g(X +h)) = Flg(X)] [g(X + ) = g(X)]
=0 [g(X A+ h) = g(X)] h

Como o limite do produto é o produto dos limites, chegamos a
_flg(X +h)) - flg(X)) . g(X +h)—g(X)
"(X)=1 1
) A A R 5 Gy N B g h
Sejam | = g(X +h) —g(X) eY = g(X). Observe que | — 0 quando h — 0 porque ¢'(X)

existe. Conseqiientemente (3) pode ser reescrita como

20—t PO D =) 10X ) = 6(X)
h

[—0 l h—0

e dai r'(X) = f'(YV)g'(X) = [f'(9(X))g'(X).

A passagem de (1) para (2) é delicada. Caso g(X + h) — g(X) = 0, isto é, g(X +
h) = g(X), ocorre uma divisao por 0. Como h — 0, podemos fazer esta passagem sem
problemas desde que exista um intervalo aberto I contendo X tal que g(X) # g(X’) para
todo X' € I, com X # X’'. Quando tal intervalo nao existe, é possivel construir uma
sequiencia de nimeros reais diferentes que se aproximam de X para os quais o valor da
fungdo ¢ é sempre igual a g(X). Caso isto ocorra, ¢'(X) =0 e r'(X) = 0.

Exemplo 3. Encontre a derivada das sequintes fungoes:
(i) a(X) = sen(X? +2X)
(ii) b(X) = /2 + sen(X? +2X)

Vamos encontrar a derivada de a(X). Observe que a(X) = f(g(X)), com f(X) = sen X
e g(X) = X? +2X. Pela regra da cadeia, temos que a'(X) = f'(g )) '(X). Como
f(X)=cos X e ¢(X) =2X + 2, temos que

d(X) = (2X +2) cos(X? + 2X)

Agora calcularemos a derivada de b(X) utilizando a derivada de a(X). Isto é, neste
caso, necessitamos utilizar a regra da cadeia duas vezes. Temos que b(X) = f(g(X)),
na qual f(X) = VX e g(X) = 2+ sen(X? + 2X). Pela regra da cadeia, temos que
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V(X) = f(g(X))g(X). Sabemos que f'(X) = #X eque ¢(X) =0+d(X) = (2X +
2) cos(X? 4 2X), pois g(X) = 2 + a(X). Conseqiientemente
2X +2 X% 42X
) (2 + 2 cos(X 4 2X)
2¢/2 + sen(X2 + 2X)
Exercicio 4. Calcule a derivada de cada uma das fungoes a sequir:

(i) a(X) = VXT+2X 19

)
(iii) ¢(X) = cos (;(—;)
i )= (XP+ X2+ X - 1)
v) e(X) = sen® (5 + cotg X)

Exercicio 5. Encontre a equacdo da reta normal a curva de equacio Y = /X2 +9 no
ponto de coordenadas (0, 3)

Exercicio 6. Mostre que:
(i) A derivada de uma fung¢ao par é uma funcao impar.
(ii) A derivada de uma fun¢ao impar é uma funcao par.

3. A DERIVACAO DE UMA FUNGAO IMPLICITA

Na figura segunte, representamos uma circunferéncia de raio 1 e centro na origem. A
equacao desta circunferéncia é dada por X? +Y?2 = 1.

Y

X?24+YvY2%2=1

Note que, para todo ponto P nesta circunferéncia diferente dos de coordenadas (1,0) e
(—1,0), existe uma parte desta curva em torno deste ponto que é o grafico de uma fungao.
Na figura anterior, destacamos um arco da circunferéncia, em torno do ponto P indicado,
que é o grafico de uma fungao. Neste caso, podemos explicitar Y como funcao de X. Esta
curva é a uniao do grafico de duas funcoes dados pelas equagoes

Y=Vv1-X?2 e YV =—-V1-X?
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A seguir apresentamos o grafico da funcao ¥ = —v/1 — X?2. Assumimos, j& que nada foi
dito ao contrario, que o dominio desta funcao é o maior possivel, isto é, o conjunto de
todos os X reias para os quais esta expressao assume valor real.

Y

Y =—y1-X?

Em geral pode nao ser possivel explicitar, em torno do ponto P, o valor de Y como
uma funcao de X. Por exemplo, seja a curva de equacao

(4) 3X° — XY +YP —3X%Y —21=0

Note que o ponto P de coordenadas (1,2) estd nesta curva. Nao sabemos como escrever
Y como fungao de X em torno deste ponto. Contudo, podemos determinar o coeficiente
angular da reta tangente a esta curva no ponto P. Fazemos isto assumindo que, em
torno do ponto P, a curva é o grafico de uma funcao, isto é, que Y é funcao de X, e
depois derivando a equacao (4) com relacao a varidvel X. Note que a derivada de Y, por
exemplo, serd 5Y*Y”, onde Y’ representa a derivada de Y com relacao a X, pela regra
da cadeia, pois Y é uma fungao de X. Portanto, ao derivarmos (4) com respeito a X,
obtemos que

15X* — (2XY? +3X2Y?Y") + 5YY — 3(2XY + X?%Y') =0
Ao substituirmos X = 1 e Y = 2, que sao as coordenadas do ponto P, nesta equagao

obtemos
15— (16 +12Y") +80Y' —3(4+Y") =0

edal —13+65Y" =0. Logo V' = % = % A equacao da reta tangente a esta curva neste
ponto é
1
Y —-2= g(X -1)

Esta abordagem pode nao funcionar em alguns casos porque

e A curva pode nao ser o grafico de uma funcao em torno do ponto. Por exemplo,
isto ocorre com a curva (X — %)2 +Y?= i e o ponto de coordenadas (0,0).

e A reta tangente é vertical. Por exemplo, isto ocorre com a curva Y2 +X =0¢e o
ponto de coordenadas (0, 0).

e Nao existe reta tangente no ponto. Por exemplo, isto ocorre com a curva Y? —
X? — X3 =0 e o ponto de coordenadas (0,0).

e O ponto ¢ isolado. Por exemplo, isto ocorre com a curva X2+ Y? = 0 e o ponto
de coordenadas (0,0).

Quando realizamos o procedimento descrito no paragrafo anterior para a obtencao do
coeficiente angular da reta tangente em um ponto P, ao substituirmos as coordenadas
de P, chegamos a uma equacao do tipo aY’ + = 0, onde «a e [ sdo nrheros reais.
Caso a # 0, deternina-se o valor de Y’. Nao sera possivel determinar tal valor apenas
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quando a = 0. Verifique que este sera o caso nos exemplos descritos acima. As figuras a
seguir ilustram respectivamente as partes das curvas (X — %)2 +Y?= %, Y324+ X=0ce
Y2 - X% X3 = 0 que estao contidas no quadrado com vértices nos pontos de coordenadas

(=1,-1),(=1,1),(1,1) e (1,~1).
Y Y Y

ah
\_/

Exercicio 7. Ache a equacdo da reta normal a curva de equagdo X +5X%Y —3XY? +
2Y3 — X? —3Y%2+ X +5Y =0 no ponto de coordenadas (0,0).

Exercicio 8. Determine a equacdo das retas tangentes a curva de equacdo X* +Y* =1
que sao paralelas a reta de equacio X +Y = 0.

4. COMENTANDO A DERIVADA DE UMA FUNGAO IMPLICITA

Seja f(X,Y) uma funcdo de duas varidveis reais. O conjunto de solugoes da equagao
f(X,Y) =0 forma uma curva que pode ser vazia ou conter apenas um unico ponto. Por
exemplo, quando f(X,Y) = X2+ Y2 — 1, este conjunto é uma circunferéncia de raio 1 e
centro no ponto de coordenadas (0,0). Considere um ponto P, de coordenadas (z¢,yo),
que estd nesta curva. Isto é, f(zo,yo) = 0. Fixado um valor para Y, podemos ver f(X,Y)
como uma funcao de X apenas. A derivada desta funcao, que é conhecida como a derivada
parcial com relagao a varidvel X, é denotada por fx(X,Y’). De maneira andloga definimos
fr(X,Y). Existe um teorema, que é estudado em um curso de andlise, afirmando o
seguinte: Se fx(X,Y) e fy(X,Y) existem para todos os pontos com coordenadas (X,Y)
que estao em algum disco com centro no ponto de coordenadas (xo,y0) € fy(xo,%0) # 0,

entdo, nas proximidades do ponto de coordenadas (o, Yyo), a curva de equagdo f(X,Y) =0

_ fx(xo,y0)

fy (zoyo) * Isto é, podemos

€ o grdfico de uma funcao cuja derivada no ponto xq € igual a
derivar implicitamente.
5. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1. (i) V (ii) V (iii) F (a imagem é o intervalo [6,32]) (iv) F (é igual & | X3 +2|) (v) V 4.
(i) a/(X) = 2241 (i) ¥/(X) = (5X* — 12X2 + 2) sec?(X5 — 4X3 4+ 2X) (iii) ¢(X) =

VXA2X+9
sen X-1
St (X(ﬁi)*zl) (iv) (X)) =27( X3+ X2+ X — 1)B(3X2+2X +1) (v) ¢/(X) = —3sen2(5 +

99
cotg X)) cos(5+cotg X ) cossec? X (vi) f/(X) = 100 <3X + /1 + sen(2X + 5)) (3 + 22— %

5. X =37.5X-Y =08 X+Y+v8=0eX+Y —-v8=0
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